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Начальный этап развития математики связан с решением
практических задач арифметического, геометрического характера, а
также для нужд астрономии и механики.
Хотя многие современные науки активно применяют математические
методы и являются источниками новых постановок задач (физика,
химия, биология, экономика), современная математика развивается
и в силу новых вопросов, возникающих внутри ее самой:

вопросы обоснования тех или иных применяемых методов
(например, возникновение теории пределов О.Коши в XIX веке
как логическое основание анализа бесконечно малых
И.Ньютона, Г.Лейбница и др.)
взаимопроникновение методов из различных областей
математики (например, алгебра в геометрии – Р.Декарт)
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Пример: гиперкомплексные числа I

Определение

Комплексным числом называется выражение вида

a + b · i, −∞ < a <∞, −∞ < b <∞,

арифметические операции над каковым следует совершать по
правилам:

(a1 + b1 · i) + (a2 + b2 · i) = (a1 + a2) + (b1 + b2) · i, (1)
(a1 + b1 · i) · (a2 + b2 · i) = (a1a2 − b1b2) + (a1b2 + a2b1) · i. (2)

Следствие:

i2 = (0 + 1 · i) · (0 + 1 · i) = (0− 1) + (0 + 0) · i = −1.
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Пример: гиперкомплексные числа II

Число i называется мнимой единицей.

В некоторых книгах утверждается, что комплексные числа возникли
как расширение понятия действительного числа, чтобы решать
квадратные уравнения с отрицательным дискриминантом (например,
x2 + 2x + 2 = 0).
Есть мнение (реже высказываемое), что комплексные числа
пристально изучались, чтобы разобраться с магией формулы
Кардано: кубическое уравнение может иметь три вещественных
корня, вычисляемые по формуле Кардано через арифметические
операции над «несуществующими», «воображаемыми» (imaginary)
числами.
Например, уравнение 10x3 − 25x − 1 = 0 имеет вещественные корни,
в записи которых участвуют комплексные числа.
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Пример: гиперкомплексные числа III

Вопросы математика
1 Насколько законы (1), (2) необходимы? Есть ли другие законы

арифметики, которые так же ведут себя для вещественных
чисел (т.е. с b = 0), но дают другие семейства «воображаемых»
чисел?

2 Существуют ли арифметические системы чисел вида
a + b · i + c · j + . . .?

Оказывается, существует только три типа арифметик:
(1) i2 = −1 (2) i2 = 1 (3) i2 = 0.

Оказывается, системы гиперкомплексных чисел редки (изучены
системы кватернионов и октав).
Изучение этих внутренних вопросов алгебры ведется в разделе
математики абстрактная (высшая) алгебра.
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Загадка квадратного корня I

Почему уравнение x2 = a имеет два решения при a > 0?
А если рассматривать комплексные числа z и w такие, что

w2 = z , (3)

сколько тогда различных значений w можно подобрать для
одного z? (Ответ: всегда два, если z 6= 0)
Если мы начнем «шевелить» переменное z , то получим функцию
w = w(z) (на самом деле, бесконечное количество функций, из
которых лишь две будут непрерывными).
В XVIII веке и в начале XIX века выяснили, что если изображающая
число z = x + y · i точка (x , y) на плоскости обходит дважды вокруг
точки 0, то одно из двух непрерывных решений превращается во
второе!

А.В.Зорин ПРИН/ЦПТВ Введение в профессию математика



Математика как наука
Примеры прикладных задач о случайных явлениях

Математика как профессия

Математика для математики
Прикладная математика
ТВ, СП и МС

Загадка квадратного корня II

Немецкий математик и
физик Б.Риман
предложил соединить
две плоскости с
разрезом и определить
функцию w =

√
z на

получившейся
поверхности. Тогда
функция оказывается
однозначной!
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Положимся на Случай I

Пусть функция a(t) дважды непрерывно дифференцируема,
a(0) 6= 0, а функция Λ(t) непрерывно дифференцируема.
Рассмотрим задачу Коши

y ′′(t) +
(
2Λ′(t)− a′(t)

a(t)

)
y ′(t)− a2(t)y(t) = 0, (4)

y(0) = ȳ0, y ′(0) = ȳ1. (5)

Можно ли записать решение этой задачи в явном виде одной
формулой?
Как численно находить приближенные решения?
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Положимся на Случай II

Процесс Пуассона

T 1

t
T 1 + T 2 T 1 + T 2 + T 3

N(t)

O

1

2

3

N(t) — число случайных
точек на оси времени в
интервале [0, t).
{N(t), t > 0} — процесс со
стохастически
независимыми
приращениями, N(0) = 0,
Λ(t) = MN(t).

P{N(t2)− N(t1) = k} =
(Λ(t2)− Λ(t1))k

k!
e−(Λ(t2)−Λ(t1))
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Положимся на Случай III

Введем случайные процессы

X (t) = (−1)N(t)

Y (t) =

∫ t

0
a(s)X (s) ds

Тогда линейно независимые решения дифференциального уравнения
(4) имеют вид

y1(t) = M(eY (t)), y2(t) = M(e−Y (t)),

а решение задачи Коши (4), (5) задается формулой

y(t) =
1
2

(
ȳ0 +

ȳ1

a(0)

)
y1(t) +

1
2

(
ȳ0 −

ȳ1

a(0)

)
y2(t)
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Положимся на Случай IV

Для приближенного решения задачи Коши (4), (5) разыграем с
помощью компьютера реализации

{N1(t), t > 0}, {N2(t), t > 0}, . . . , {NK (t), t > 0}.

В качестве оценки решения y(t) в точке t > 0 выберем

Z (t) =
1
2K

{(
ȳ0 +

ȳ1

a(0)

) K∑
i=1

eYi (t) +
(
ȳ0 −

ȳ1

a(0)

) K∑
i=1

e−Yi (t)
}
.
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Положимся на Случай V

Решение методом Монте-Карло

y
(t

)

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

t
0 2 4 6 8

 метод Монте-Карло
 метод Рунге – Кутты

Λ(t) = λt,
a(t) = 1 + sin(2πt/T ),
решение оцевалось в 200
точках по K = 10000
выборочным траекториям.
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В XX веке появились новые разделы прикладной математики:
вычислительная математика
теория игр и исследование операций
теория оптимального управления
теория алгоритмов, кибернетика и дискретная математика
статистический анализ данных
машинное обучение
математическое моделирование
страховая и финансовая математика
теория массового обслуживания
теория надежности
теория управления запасами
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Рис.: В.И.Арнольд (1937–2010)
«Один из крупнейших
математиков XX века. Академик
РАН» Википедия

”Основной вклад математики
в естествознание состоит во-
все не в формальных вычисле-
ниях..., а в исследовании тех
неформальных вопросов, где
точное выяснение постановки
вопроса (того, что именно сле-
дует искать и какие именно мо-
дели использовать) составля-
ет обычно полдела” (из кни-
ги «Математическое понима-
ние природы» (2010))
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Определение

Вероятность случайного события – физическая величина,
характеризующая степень возможности появления данного события при
данном комплексе условий.

В известном опыте Резерфорда, Чэдвика и Эллиса радиоактивное
вещество наблюдали в течение 2608 промежутков времени по 7.5 секунды.
Для каждого интервала регистрировалось число частиц, достигших
счетчика.

k 0 1 2 3 4 5 6
nk 57 203 383 525 532 408 273
p̂k 0.0218 0.0778 0.1468 0.2013 0.2039 0.156 0.1046
pk 0.0208 0.0807 0.1561 0.2014 0.1949 0.1509 0.0973

pk = (3.87)ke−3.87/(k!)

Требуется знание алгебры, геометрии, комбинаторики, дискретной
математики, математического анализа и т.д.
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Теория вероятностей

Определение математического понятия вероятности
Установление основных формул для вычисления вероятностей
Теория распределения случайных величин (законы
распределения, их трансформация, числовые характеристики)
Предельные теоремы, законы больших чисел

Служит математическим основанием для теории случайных
процессов и математической статистики

Примеры непосредственного применения:
контроль качества промышленной продукции
стохастическая геометрия и распознавание образов
алгоритмы выбора случайных чисел и имитационное
моделирование
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Теория случайных процессов

Изучение основных классов случайных процессов и случайных
полей
Огромное число прикладных ветвей:

теория массового обслуживания, теория связи и телетраффика
теория запасов и теория надежности (дублирование,
резервирование, и т.д.)
автоматные модели процессов обучения
моделирование случайных процессов в физике, космологии,
химии, производстве, биологии, экологии, социологии,
статистическая радиотехника
оптимальное и устойчивое управление стохастическими
системами
анализ и прогнозирование временных рядов
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Математическая статистика
Разработка процедур анализа данных среднего объема с учетом
случайной природы данных
Теоретическое изучение свойств и сравнение процедур
Огромное число прикладных методик:

сравнение групп объектов
оценка скрытых параметорв
оценка функциональных и статистических связей между
факторами
планирование эксперимента
теория рекордов
теория измерений
эконометрическое моделирование
определение момента разладки
кластеризация
снижение размерности
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Верить или не верить?
Выбор студента
Задача автовладельца
Нобелевская премия по экономике 1997 г.
Балансировка нагрузки в СМО
Оценивание эффективной дозы

Экстрасенсы

Некто смог верно предсказать результаты 16 бросков симметричной
монеты из 20. Он экстрасенс?

Ответ: вероятность верно угадать 16 раз и больше равна 0.005908966.

Реклама
Производители пива утвеждали в рекламе, что эксперты не смогли
правильно отличить на вкус пиво из бочки, из стеклянной бутылки и
из алюминиевой банки. Можно ли доверять утверждению пивоваров,
что способ упаковки пива не играет роли?

Если экспертов двое, они ошибутся с вероятностью (5/6)2 = 0.694.
Эксперимент скорее подтверждает рекламу.
Если экспертов десять, все ошибутся с вероятностью (5/6)10 = 0.162.
Эксперимент скорее опровергает рекламу.
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Верить или не верить?
Выбор студента
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Ситуация: студент перед экзаменом
выучил только половину билетов.
Следует ли ему тянуть билет первым,
вторым, или третьим, чтобы увеличить
шансы вытянуть знакомый билет?
Предположим,
что всего есть 2N билетов.
Если студент тянет билет первым, то
вероятность вытянуть знакомый билет
равна N

2N = 1
2 .

Если он стоит вторым в очереди, то вероятность вытянуть знакомый
билет равна N·(2N−1)

(2N)·(2N−1) = 1
2 .

Если он стоит третьим в очереди, то вероятность вытянуть
знакомый билет равна N·(2N−1)·(2N−2)

(2N)·(2N−1)·(2N−2) = 1
2 .

Вывод: вероятность не зависит от положения в очереди!
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Ситуация: автовладелец проводит осмотр своего автомобиля каждый
три месяца. После осмотра он может либо оставить автомобиль себе
еще на три месяца или продать свой автомобиль и купить другой
автомобиль, возможно и подержанный.
Заданы следующие величины (числовые значения определены
наблюдениями и опытным путем):
Ci — цена машины в возрасте 3i месяца
Ti — выручка от продажи машины в возрасте 3i месяца
Ei — расходы, связанные с эксплуатацией машины в возрасте 3i
месяцев в течение следующего периода в три месяца
pi — вероятность того, что машина в возрасте 3i месяца «выживет»
до возраста 3(i + 1) месяцев, не проходя капитального ремонта.
Машина в возрасте 10 лет обязательно продается.
Решение: данная задача описывается управляемой марковской цепью
с доходами. Решение дается численным счетом — «итерационной
процедурой», предложенной впервые в 1960 году Р.Ховардом.
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Если придерживаться
оптимального решения,
то для указанных
на рисунке значений
следует держать машину,
пока она не достигнет
6,5 лет, после чего
нужно покупать машину
3-летнего возраста.
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Ситуация: опционный
контракт Европейского типа —
это договор между продавцом
и покупателем на совершение
сделки в определенный
момент в будущем
по заранее оговоренной цене.
Если рыночная цена к моменту
исполнения опциона более
привлекательна для покупателя
опциона, то он имеет право
не воспользоваться договором.
Какую справедливую цену такого опциона выбрать?
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Фишер Блэк (Ph.D. по прикладной математике, Гарвардский
университет, 1959) и Мирон Шоулз (экономист) установили, что
цена V (S , t) опционного контракта Европейского типа на покупку
или продажу, в момент времени t, 0 6 t 6 T , при рыночной цене
актива S удовлетворяет дифференциальному уравнению с частными
производными

∂V

∂t
+

1
2
σ2S2 ∂

2V

∂S2 + rS
∂V

∂S
− rV = 0

с краевым условием V (T ,S) = min(S − K , 0), где r —
риск-нейтральная процентная ставка, σ — волатильность актива.

А.В.Зорин ПРИН/ЦПТВ Введение в профессию математика



Математика как наука
Примеры прикладных задач о случайных явлениях

Математика как профессия

Верить или не верить?
Выбор студента
Задача автовладельца
Нобелевская премия по экономике 1997 г.
Балансировка нагрузки в СМО
Оценивание эффективной дозы

Рис.: Десятки касс в супермаркете — как найти самую короткую очередь?
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Рис.: Ангары с вэб-серверами Google — на который из них направить Ваш
запрос?
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Server 1

Server 2

Server N

?

Рис.: Модель в виде системы обслуживания с несколькими
параллельными обслуживающими устройствами (серверами). Проблема
выбора самой короткой очереди
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Возможные стратегии:
1 Собрать сведения о длинах всех очередей (создается

дополнительная нагрузка на сервера частыми запросами от
входящих новых требований; получаемые данные могут быстро
устаревать)

2 Выбрать очередь наугад (велик риск попасть на самый
загруженный сервер)

3 Собрать сведения только у небольшого числа случайно
выбранных очередей, например, у двух, и присоединиться к
самой короткой из них
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Таблица: Процент серверов с очередью 0–7 и больше.
Загрузка системы 90 %

Длина очереди Выбор одной наугад Выбор из двух
0 10% 10%
1 9% 17.1%
2 8.1% 25.1%
3 7.3% 27.2%
4 6.6% 16.8%
5 5.9% 3.7%
6 5.3% 0.1%
7+ 47.8% 0.0%

Впервые метод выбора из двух был предложен 1986 году
учеными-информатиками. Его эффективность была проверена
экспериментально на компьютерных имитационных моделях.
В 1998 году математическим методом асимптотического анализа
российскими математиками были получены полезные формулы для
расчета показателей эффективности системы.
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В ответ на вводимую дозу U вещества возможен отклик W = 1
организма, если доза превышает пороговое значение X . Если
пороговое значение не превышено, то W = 0. Такое пороговое
значение свое для каждого организма и рассматривается как
случайная величина.
Дано: наблюдения (u1,w1), (u2,w2), . . . , (un,wn).
Требуется восстановить закон распределения вероятностей для
порога X (или найти его процентные точки).
Вариант ответа:

F̂ (x) =
{1
n

n∑
i=1

wiK (h−1(ui − x))
}/{1

n

n∑
i=1

K (h−1(ui − x))
}

Для обоснования практического применения этой формулы
требуются строгие методы теории вероятностей и мат. статистики
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Вакансии для математиков:
аналитик данных
(отделы статистики гос. учреждений, бизнес-компании, банки,
реклама, и т.д.)
математик-исследователь
(НИИ, госкорпорации, промышленность)
учителя и преподаватели математики
(школы, техникумы, ВУЗы)
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Пока вы учитесь в университете, вам дают задачи, про которые
известно, что у них есть решение (ведь в конце задачника
приведен ответ) и есть человек, кто может его показать
(например, преподаватель по практике ;) ). В работе
профессионального математика ситуация противоположная:
никто не знает, как решать действительно новую задачу, и факт
«существования выразимого формулами решения»
устанавливается в ходе поиска этого решения.
Для поиска ошибок в решении нет кнопок «Build Project» и
«Compile File» и синтаксической подсветки ошибок. Только
личная перепроверка вычислений и рассуждений (иногда –
численный эксперимент на компьютере).
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Психологическая подготовка. Решение сложной математической
задачи – долгий и трудный процесс. Надо уметь переносить
временные неудачи, настойчиво искать новые пути решения.
Некоторые задачи решаются быстро, а некоторые – месяцами и
годами. Работа математика – в этом вечном поиске решения и
состоит.
Можно посоветовать чтение литературы о психологии
творчества (Ж.Адамар, А.Н.Колмогоров, Б.В.Гнеденко,
Л.Д.Кудрявцев), знакомство с биографиями известных
математиков (серия «Научно-биграфическая литература» АН
СССР; автобиографии – Н.Винер, Л.С.Понтрягин, С.Улам, и
т.д.), чтение книг об общих методах поиска решения задач
(книги Д.Пойя; вообще, по этой теме книг очень мало).
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Необходимо постоянно читать книги и статьи (не обязательно
новые!), постоянно повышать уровень собственного
образования. Изучать смежные и дальние (но полезные)
разделы математики. Например, для решения многих задач
теории случайных процессов, дискретной математики, теории
управления необходимо знать продвинутые разделы теории
функций и комплексного анализа. Математика едина!
Нет утвержденных кем-то «учебных планов». Приходится
постоянно учиться впрок.
Читать книги по специальности не по остаточному принципу в
свободное время, а как часть трудовой деятельности. Поиск
идей для решения задачи в трудах коллег и классиков.
Занятия математикой как часть режима дня.
Интерес к истории математике, математическому и
околоматематическому фольклеру. Это помогает чувствовать
себя «одним из» (социально-психологический аспект).
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Собирание личной библиотеки, ознакомление с доступными
библиотечными фондами.
Осознанный отбор и поиск новинок.
Не достаточно просто скачать с файлообменника на жесткий
диск несколько гигабайт отсканированных книг и ни разу их не
открыть.
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