Студенческая математическая олимпиада им. Л.П. Шильникова. 2026
1. Найдите все натуральные n, для которых многочлен  xn+1 – xn – 1  делится  на x2 – x + 1. 


Ответ. n  4 (mod 6).  Решение. Обозначим квадратный трёхчлен f (x) = x2 – x + 1.  Поскольку  xn+1 – xn – 1 = (x2 – x + 1)xn–1 – (xn–1 + 1), то xn+1 – xn – 1 делится на f (x) тогда и только тогда, когда xn–1 + 1 делится на f (x). Из тождества x3 + 1 = (x + 1)(x2 – x + 1) следует, что корни  f (x) (в C) являются кубическими корнями из (–1). Поэтому для натуральных n вида 6k + 4 корни f (x) удовлетворяют равенству x6k+3 + 1 = (–1)2k+1 + 1 = 0 и значит, xn–1 + 1 делится на f (x). Обратно: если n имеет вид 6k + j, где j – остаток по модулю 6, отличный от 4, то для корней f (x) выполняется x6k+j–1 + 1 = xj–1 + 1  0, т.к. корни f (x) по абсолютной величине равны 1 и имеют аргумент , и поэтому (–1) может получиться только для степеней  3, 9, 15, … 
2. Дана матрица А пятого порядка с целыми элементами. а) Докажите, что det A – число четное, если известно, что среди элементов матрицы 22 нечетных числа. б) Справедливо ли утверждение п. а), если среди элементов матрицы 21 нечетное число?  

Ответ. б) нет. Решение. а) Поскольку четных чисел среди элементов матрицы не больше 3 (= 25 – 22), они находятся не более, чем в трёх разных строках. Значит, по меньшей мере две строки состоят полностью из нечетных чисел.  Вычитая из одной «нечетной» строки другую, получим матрицу с тем же определителем (по свойству определителей), у которой есть строка сплошь из четных чисел. Раскладывая определитель по этой строке, получаем результат. б) Рассмотрим матрицу А, у которой четыре диагональных элемента нулевые: , а остальные элементы равны 1. Непосредственно проверяется, что det A = 1 (вычитая из заполненной единицами строки другую, получаем определитель меньшего порядка и т.д.)
3. Дан эллипсоид V в трехмерном координатном пространстве и точка М вне эллипсоида. Из точки М проводятся всевозможные плоскости, касающиеся V. Докажите, что все точки касания лежат в одной плоскости.










[bookmark: _GoBack]Решение. Применим аффинное преобразование, переводящее данный эллипсоид в сферу. При аффинных преобразованиях плоскость переходит в плоскость, а касательная плоскость к эллипсоиду перейдёт в касательную плоскость к сфере (это свойство касания справедливо при любых невырожденных линейных преобразованиях, а для эллипсоида касательная плоскость имеет единственную точку пересечения с ним, так что касание в этом случае – не только локальное свойство). Можно в координатах записать соответствующее преобразование: действительно, если эллипсоид в канонической форме задаётся уравнением , то после линейной замены  x = au, y = bv, z = ct  получается уравнение сферы . Утверждение задачи в случае сферы доказывается просто: если точка М удалена от центра O сферы радиуса R на расстояние h > R , то проекция точки касания K на прямую OM не зависит от точки касания  и удалена от O на постоянное расстояние  (по свойству перпендикуляра из вершины прямого угла K в треугольнике OKM). Таким образом, в случае сферы все точки касания принадлежат плоскости Г, перпендикулярной ОМ, а искомая плоскость для исходного эллипсоида – прообраз Г при указанном аффинном (линейном) преобразовании. Комментарий. «Техническое» решение задачи ненамного длиннее. Рассматривая уравнение касательной плоскости  к поверхности эллипсоида  в точке P(X,Y,Z) на поверхности и учитывая, что этой плоскости принадлежит точка , получим уравнение, которому удовлетворяют все точки P(X,Y,Z) : , Значит, ==2. Таким образом, получили линейное уравнение (уравнение плоскости)  .
4. На конференцию приехало N участников, их распределили по m секциям (где N, m – данные натуральные числа, N > m). В первый день конференции участники каждой секции обменялись рукопожатиями друг с другом. Найдите минимум общего числа рукопожатий.
















Ответ. S =, где . Решение. Для текущего  распределения  участников по секциям обозначим через общее число рукопожатий (очевидно, ). Рассмотрим оптимальное распределение , для которого значение S минимально, и покажем, что для него величины  могут отличаться друг от друга не больше, чем на единицу. Действительно, в противном случае  для некоторых i,  j, но тогда можно перевести одного участника из i-ой секции в j-ую и при этом S станет меньше на , т.к. число рукопожатий в i-ой секции уменьшится на , а в  j-ой секции увеличится на . Таким образом, числа  в минимальном распределении принимают не более двух различных значений. Пусть k раз принимается значение (x – 1)  и  (m – k)  раз значение x. Покажем, что x и k определяются однозначно, когда N не делится на m. Действительно, из равенства N = k(x – 1) + (m – k)x следует, что  N + k = mx. Поскольку , то k – это единственное целое среди {1, …, m–1}, которое надо прибавить к N для делимости на m, а  x – соответствующее частное, т.е. x = [N/m] + 1 для нецелых N/m. Если же N делится на m, то при k = 0 и k = m получается одно и то же распределение m раз по N/m. В любом случае минимум числа рукопожатий равен , где k = m(1+[N/m]) – N. Можно упростить полученное выражение: S = , где .
5. Пусть р – простое число и Fp – поле из р элементов. Рассмотрим n-мерное векторное пространство над полем Fp. Сколько всего одномерных подпространств в этом пространстве?



 Ответ.  Решение. Пусть Е – данное векторное пространство, в нём  точек (векторов). Разные одномерные подпространства пересекаются по 0 (нулевому вектору), а одно и то же одномерное подпространство определяется коллинеарными ненулевыми векторами. Поэтому одномерные подпространства – это классы эквивалентности в E\0 по отношению: . Таким образом, число одномерных подпространств в (p–1) раз меньше числа ненулевых векторов.
6. Можно ли утверждать, что для любого счётного множества точек А в R2  его дополнение R2\A  линейно связно?
Ответ. Можно. Решение. Покажем, что любые две точки P, Q из R2\A можно соединить отрезком или двухзвенной ломаной в R2\A. Пусть прямая t – серединный перпендикуляр к отрезку PQ , а X – произвольная точка на t. Для разных X двухзвенные ломаные PXQ пересекаются только в точках P, Q. Назовем точку X на t рациональной вершиной, если ломаная PXQ содержит точки из счетного множества А. Очевидно, множество рациональных вершин не более чем счетно. Поскольку прямая t имеет мощность континуум, любая точка X на t, не являющаяся рациональной вершиной, соответствует ломаной PXQ в R2\A.
 
7. Пусть p – нечетное простое число и А – некоторое подмножество мощности (p–1)/2  числового множества {1, 2, ..., p–1}. Докажите, что существуют числа x, y  A (не обязательно различные), удовлетворяющие сравнению а) xy –1 0 (mod p); б) xy + 1  0 (mod p) при дополнительном условии р  1 (mod 4). 









Решение. Квадратное уравнение с коэффициентами в поле вычетов Fp по модулю p имеет в Fp не более двух корней. Поэтому сравнение (mod p) имеет ровно два корня 1 и (–1) = p – 1. Сравнение (mod p)  имеет  два  корня  в  случае,  когда  р  1 (mod 4)  (в  этом  случае,  как известно, (–1) является квадратичным вычетом по модулю p). а) Если А содержит 1 или (p–1), то можно положить x = y = 1 или, соответственно, x = y = p – 1. Пусть теперь А не содержит ни 1, ни (p – 1). Поставим в соответствие числу  его обратный элемент  в  Fp. При данном соответствии множество  мощности (p–3) разбивается  на  пары  взаимно  обратных  остатков  (mod p)  и  поскольку  мощность  A  больше (p–3)/2, хотя бы одна пара взаимно обратных остатков попадёт в А. Эта пара и будет искомой. б) Решение пункта б) аналогично, только вместо 1 и (–1) пункта а) нужно рассмотреть два решения сравнения (mod p), а вместо соответствия  пункта а) – соответствие , и тогда пара соответствующих друг другу чисел будет искомой. Комментарий. Тот известный факт, что для простого p вида 4n+1 число (–1) является квадратичным вычетом, т.е. существует два решения сравнения (mod p), не требовал от участников олимпиады доказательства. 
8. 
Докажите неравенство  для любых  a > 0  и натуральных n. 

Решение. Представим (a + 1) в виде суммы числа a и n слагаемых, равных 1/n. К данным (n + 1) положительным слагаемым применим неравенство о средних. Тогда будем иметь . После возведения обеих частей этого неравенства в степень (n+1) получим требуемое неравенство. 
9. Найдите     все     непрерывные     функции     f : RR,     удовлетворяющие     тождеству 2f (2x – 1) = f (x) + 3x  для всех x  R.






Ответ. f (x) = x + 2. Решение. Попробуем найти решение этого функционального уравнения в виде линейной функции  f (x) = kx + b . Получим тождество: 2(k(2x – 1) + b) = = kx + b + 3x. Отсюда k = 1 и b = 2. Покажем, что f (x) = x + 2 – единственное решение данного функционального уравнения в пространстве непрерывных функций. Предположим, что g(x) – другое решение. Тогда, вычитая уравнения для f и g, будем иметь  2(f (2x – 1) – g(2x – 1)) = = f (x) – g(x). Обозначим функцию h(x) = f (x) – g(x). Очевидно, эта функция непрерывна и удовлетворяет тождеству 2h(2x – 1) = h(x). Сделав замену t = 2x – 1, получим тождество и далее (по индукции)  . Для любого t в силу непрерывности функции h выполняется . Переходя к пределу при  в равенстве , получаем: h(t) = 0 для всех t.
10. 
 Вычислите определённый интеграл .









Ответ. . Решение. Преобразуем подынтегральное выражение: =. Проинтегрируем по частям  второе слагаемое =– . Таким образом, =.
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